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1. Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:

(a)

{
y′(x) = y(x) sin(x) + sin(2x)

y(0) = −2
(b)

{
y′(x) = xy(x)

(x−1)2

y(2) = 1

(c)


y′′(x)− 2y′(x) + y(x) = x

y′(0) = 2

y(0) = 3 (d)



y′′′′(x) + y′′′(x)− 2y′′(x)− 3y′(x)− 3y(x) = x2

y′′′(0) = 0

y′′(0) = 3

y′(0) = 2
3

y(0) = 1

(e)


y′′(x) + 4y′(x) + 4y(x) = cos(2x)

y′(π) = 1
4

y(π) = 0
(f)



y′′′′′(x)− 4y′′′′(x) + 5y′′′(x)− 4y′′(x) + 4y′(x) = cos(x)

y′′′′(0) = − 56
25

y′′′(0) = − 23
50

y′′(0) = 0

y′(0) = − 3
50

y(0) = 0

(g)


y′′(x) + 2y′(x) + 2y(x) = 4 sin(2x)

y′(π2 ) = − 6
5

y(π2 ) = − 1
5

(h)


y′′′(x) + y′′(x)− 2y′(x) = ex + xe−2x + x2

y′′(0) = 124
9

y′(0) = − 77
18

y(0) = 6

2. Calcolare

+∞∑
n=1

1

n6
. Sfruttare il risultato ottenuto per mostrare che

+∞∑
n=1

1

n8
=

3

5

(
+∞∑
n=1

1

n2

)(
+∞∑
n=1

1

n6

)
.

3. Sia F = {f ∈ C([0, 1],R) : 0 ≤ f(x) ≤ 1}, e sia Φ : F −→ C([0, 1],R) la
mappa de�nita da:

Φ(f)(x) =
1

2
+

∫ x

0

tf(t) dt .

Mostrare che Φ(F ) ⊆ F e che Φ é una contrazione in (F, || · ||∞).

4. Provare che la mappa Ψ : C([0, 1]) −→ C([0, 1]) de�nita da

Ψ(f)(x) =

∫ x

0

sin

(
f(t)

1 + t2

)
dt é una contrazione in (C([0, 1]), ||·||∞) .
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5. Sia φ : (a, b) −→ R continua. Si consideri la funzione

Fφ(x) =

∫ 1

0

sin(φ(x)t2)

t
dt .

(a) Supponendo φ ∈ C1, trovare un'espressione di F ′φ in cui non
compaiono integrali;

(b) Trovare tutte le φ ∈ C1((a, b)) tali che F ′φ(x) = sin(φ(x)).

6. Calcolare :

(a)

∫ 1

0

x− 1

log(x)
dx (b)

∫ π
2

0

x

tan(x)
dx (c)

∫ +∞

0

e−(x2+ 1
x2

)dx
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